| I | N N

MECAN'QUE (M) Enseignement de Sciences Physiques / PCSI

Chapitre 7 : Mouvement d’'un solide
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Y Quelques généralités sur la mécanique du solide e

A.l | Qu’est-ce qu’un solide ?

O Contrairement & un fluide, un solide ne peut épouser les parois de son contenant.

De l’eau liquide dans un verre épouse les parois du verre, alors que cela serait impossible pour un caillou, ou
pour une éponge. Mais la différence avec une éponge, c’est qu’on peut la déformer en appuyant dessus, ou bien
en la voyant se gorger de l’eau contenue dans le verre ... Il existe donc des solides déformables et d’autres
indéformables.

U Conformément au programme de physique en CPGE, un solide est implicitement un systeme indéformable
de points matériels, sauf mention contraire. Cela implique que tous les points constitutifs de ce systéeme restent
a distance constante les uns des autres :

VA, B € solide, AB = constante
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A.2 | Types de mouvement d’un solide

a. Translation

D’une maniere générale, un solide est en mouvement de translation si tout segment reliant deux points A et B
quelconques du solide restent paralléles & lui-méme entre deux instants quelconques. Ainsi, nécessairement

U tous les points sont animés du méme vecteur vitesse a chaque instant ;

U tous les points suivent donc la méme trajectoire, mais décalée dans ’espace.

L

Translation rectiligne : la trajectoire commune a chaque point est rectiligne.
Translation circulaire : la trajectoire commune a chaque point est circulaire.

Exemples

Parmi les situations ci-dessous, lesquelles illustre(nt) un mouvement de translation ? Préciser la nature de cette
translation.

E
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b. Rotation autour d’'un axe

Définition
Un solide posséde un mouvement de rotation autour d’un axe si chacun de ses points constitutifs est en mouvement
circulaire autour de cet axe.

Puisque le solide est indéformable, il est nécessaire que chaque point appartenant au solide tourne a la méme
vitesse angulaire autour de I'axe.

Par contre, la vitesse me sera pas nécessairement la méme, car elle dépend de la distance par rapport a l'aze : vitesse =
rayon X vitesse angulaire

Dans les exemples précédents, quelle(s) situation(s) illustre(nt) un mouvement de rotation ? \3 5

ATTENTION! Ne pas confondre un mouvement de rotation avec un mouvement de translation circulaire !

A.3 | Théoreme de la quantité de mouvement

Ce théoréme a déja été démontré dans le chapitre M2 et permet en 'occurrence d’étudier le mouvement d’ensemble
du solide, notamment en s’intéressant au mouvement du centre de masse :

- ~
Le centre de masse G du systéme de points {(My,mq), (M2, m2), ...} est défini par la relation barycentrique :

P valil Zl m;OM,;
OG = >

On note m = Z m; la masse totale du systeme.

K2

Théoreme de la quantité de mouvement En référentiel galiléen et si O est fixe dans ce référentiel :

e
—
mag = ZFext/i
3

_
ol Fui/i la résultante des forces extérieures agissant sur M;.

A4 | Théoreme de I’énergie cinétique

a. Energie cinétique d’un systéme de points

L’énergie cinétique du systéme de points { (M7, m), (Ma, ms), ...} est par définition la somme des énergies cinétiques
de chaque point :
1
E. = Z imiv?
i

ou v; = ||v{|] est la norme du vecteur vitesse du point M;.

( )
Cas particulier d’'un mouvement de translation, tous les points ont méme vecteur vitesse ¥. Alors :

1 1
E, = 5 (;ml> v? = E.= §mv2
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b. TPC et TEC pour un systéme de points

s 2
Théoréme de la puissance cinétique (TPC)

En référentiel galiléen :
dE.

dt

N = R — 7 . 7.
ou Peyt = E P(Fegeyi) = g Feriyi-vi , résultante des puissances des forces extérieures,
i i

= Pext + Pint

et Pint = Z ’P(FJ—/; = Z F]—/; .2v; , résultante des puissances des forces intérieures.
(4,57#1) (4,57#1)
Théoreme de I'énergie cinétique (TEC)
En référentiel galiléen :
AE. = Wezt + Wint

e
ou Weyr = g W(Fezt/i) , résultante des travaux des forces extérieures,
i

et Wint = Z W(F;/i) , résultante des travaux des forces intérieures.
(4,571%)

Démonstration Le TPC appliqué & un unique point matériel (voir chapitre M3) s’écrit :

dE(:,i
dt

=P(Fearsi) + Y P(Fyi)
J#i

En sommant sur i :

dggz :Z’P(FEZ)+ > P(Fy/s)

i (4,5 #1)
d ~Ec,i _— _—
1Bt S p(Fa)+ Y P
i (i.57#1)
dE(: _— —_—
(i,37#1)

Puis, en intégrant entre deux instants initial et final, on obtient sans difficulté le théoréme de I’énergie cinétique :

AEe =) W(Fersi) + Y W(Ey)
i (4,57%)

ATTENTION! La puissance P;,; et le travail Wj,,; ne sont pas nuls a priori!! Le principe des actions réciproques
peut le laisser croire mais c¢’est faux. Voir démonstration effecutée dans le paragraphe suivant.

c. Cas d’un solide

Pour un solide (implicitement indéformable), la puissance P;,; et le travail W,,; des forces intérieures sont
nuls.

Démonstration

Dans le cas de deux points matériels M; et M2 uniquement :
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Exprimons la résultante des puissances des forces intérieures :
Pint = P(F1/2) ar P(F2/1 )
= F1/2 23+ FQ/l o7
= Fi/5.03 — Fi/2.01 d’apres le principe des actions réciproques

= Fi/s.
1/2 aQ
— dM; M.
= F1/2.dd# , car OMy — OM; = M0 + OM; = My M
., d(M1 M urs _, MM — I
=Fi/s u12.% , en notant uijo = Mlle et F1/o = Fi/ou12
o (dMuMy durz
= Fipuiz. ( qp e + M1 M2 1 )
_ dup  diu® 4y
Or, u12.—— = T —E—O.Dou. .
in = /7] -
Pint 1274
Généralisons aisément a N points matériels :
dM; Mo dM; Ms dMi My dM;Ms dMs My
Pint /27 q; + Fi/3 a& + Fi/4 a T oo A L8 a + Fa/4 at +
- dM; M;
Pint = Z Fiyj a
(2,7>1)

Or, pour un solide, implicitement indéformable, M;M; = constante. D’ou Pint = 0. Et donc Wjy,: = 0, par intégration
par rapport au temps.

A.5 | Théoreme du moment cinétique

a. Moment cinétique d’un systéme de points

Le moment cinétique du systéme de points {(M;,m1), (Ms, msa), ...} par rapport & O est par définition la somme
des moments cinétiques de chaque point :

Soit un axe (A) auquel appartient O et orienté par le vecteur unitaire uA". Le moment cinétique de ce systéme par
rapport & (A) est alors :

R
LA =Lo.ux

b. TMC pour un systeme de points
( )
Théoreme du moment cinétique

En référentiel galiléen, si (A) et O € (A) sont fixes, alors :

dLo —— dLa
el Mo ezt €t G MA eat

ot Mo eqr = Z Mo (Fegiyi) est la résultante des moments par rapport a O des forces extérieures agissant sur

K2

Q —_—
le systéme et Ma ezt = Mo cqr-UA -
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—— —

Démonstration Dauns le cas de deux points matériels uniquement M; et Mz, de moment cinétique Lo (M;) = OM; A miv; s
_

et auxquels s’appliquent des forces de résultantes Fi.../;, on peut appliquer le TMC :

dLo (M —
% = Mo (Fezty1) + Mo (Foyn)
dLo (M: O —
% = Mo (Fexts2) + Mo (F1/2)

En sommant membre & membre :

d[Lo (M) + Lo (Ms)]
Z o] = O

— MO (Fext/l) +MO (Feact/Q) +MO (FQ/I) +MO (F1/2)
d[Td(systéme)

dt — Mo,ezt +Mo,int

ou ,/\To:em = m(m) + W(M) est la résultante des moments des forces extérieures,
et la résultante des moments des forces intérieures vérifiant :
W,mt :/\To(ﬁH/\TO(m)
— OM; AFyy +OMs AFyjp
= —MO A (=Fij3) +OM; A Fijz
= (MO +OMz) A Fy o
= MMy AFyjp

dL‘o)(systéme)

——
i = Mo et |, résultat que 'on peut généraliser aisément a

Or, MiM; | Fi /5 . D'ot Mo iny =0 et donc :

N points matériels.
En projetant suivant ux , avec ua = constant (car I'axe (A) est fixe) :

—_—
dLo (systeme) —, —— .
——————.un = Mo eqr-un

dt
d[z(systéme)ﬁ] -
dt — MA,ezt
dLa(systeme)
dr — MA,em[,

B Cas d’'un solide en rotation autowr d'un aXe [iXe — e———————————

B.1 | Position du probleme

Soit un solide en mouvement de rotation autour d'un axe (A) fixe dans
le référentiel d’étude supposé galiléen.

Le repérage le plus adapté est alors le repérage cylindrique en choisis-
sant (A) comme axe Oz . Chaque point M; est donc repéré par ses
coordonnées cylindriques (r;,6;, 2;).

Notons que r; et z; sont des constantes.

A la maniére des chevaux de bois d’'un manege, tous les points M; \a 4
tournent nécessairement dans le méme sens et a la méme vitesse angu-
laire, notée Q(¢) :

Vi, 0;(t) = Q(t) ]

Par contre, la distance a ’axe n’étant pas la méme, les normes de

vitesses ne seront pas les mémes non plus. Notamment : | v; = r;Q ug

0 si © > 0, le solide tourne suivant le sens direct associé & wa’

Notons que
U si © < 0, le solide tourne suivant le sens indirect associé a ua
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B.2 | Notion de liaison pivot

Le contexte présenté précédemment peut étre rendu possible en pratique grace a une liaison pivot.

Définition

Une liaison pivot permet de relier deux solides entre eux et permettant a I'un d’étre en rotation par rapport a
l'autre suivant un axe donné, sans translation possible.

Ainsi, un seul degré de liberté de rotation est permis.

Exemples

A cause des actions de frottements entre les deux solides au sein de la liaison, ces actions occasionnent un moment
scalaire résultant M a (liaison pivot) par rapport & 'axe (A) s’opposant au mouvement de rotation :

0 Ma(liaison pivot) < 0,81 Q> 0;
O Ma(liaison pivot) > 0,81 2 <0 .

Définition

Une liaison pivot parfaite est une liaison pivot pour laquelle M (liaison pivot) = 0 . Les actions de contact de
la liaison n’ont donc pas d’effet sur le mouvement de rotation du solide.

B.3 | Moment d’inertie du solide

D Définition et propriété
( )

Le moment cinétique scalaire d’un solide par rapport & un axe (A) est :

est le moment d’inertie du solide par rapport a (A).

Démonstration Pour un point M; du solide :

— R — —r
Lo (]\/L) = OM; N m;v;

= (hw aF Zzuv;) A mir; Qug

= miriQuy Aty + miriziQus A g

20— —
=mur; Quy — mr;2:Qu,

En projetant suivant ux = @, : La(M;) = mir;Q

D’ou :
La(solide) = ZLA(Mi) = Zmﬂ’f@ = (Z mﬁ“?) Q

La(solide) = Ja2

N . Gaudouen
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NOTA BENE : l’expression de Ja d’un solide donné sera fournie en exercice.
L’expression Ja = Z m;r? ne sera donc pas utile, mais elle permet d’en déduire cette propriété & retenir :

(3

Plus la masse est répartie loin de 'axe (A) (cdd plus les distances r; sont grandes), plus le moment d’inertie est
important.

Exemples

Y6

D Expression du TMC pour un solide en rotation autour d’un axe fixe

Si le référentiel d’étude est galiléen et si I’axe (A) est fixe, le TMC scalaire énoncé au paragraphe A.4 devient
alors :

d(Jaf?)
dt - MA,ezt

Or, puisque le solide est indéformable, les distances r; sont constantes. Donc Ja = constante. D’ou :

dQ
( JAE = MA,ea:t J

@ o MA,emt

& J A

Ainsi, plus le moment d’inertie sera important, moins les variations de Q(t) seront significatives. Le moment d’inertie
porte donc bien son nom : il refléte la capacité qu’a le solide de s’opposer aux variations de son mouvement de rotation
autour d’un axe donné.

Ce qui pourrait également s’écrire ainsi :

B.4 | Notion de couple

Un couple est un ensemble de forces I*T"l , 1?’2 , ..., exercées sur un systéme et dont :
O la résultante est nulle : Z F;: =0
k

O le moment résultant N’est PAS nul : ZMO (F_’;;) # 0
k

Ainsi, un couple ne peut pas modifier le mouvement du centre de masse mais peut agir sur le mouvement de
rotation du systéme.
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Le moment vectoriel résultant d’un couple = Z Mo (F_’;; ) est indépendant du point de référence O choisi.

k

—_— —
Démonstration Soient des forces Fi, Fs, ... de points d’applications respectifs M;, Ma, ... et constituant un couple. Ainsi,

.
par définition : Z F, = (7 .

k
Soient deux points de référence O et O’. Le moment résultant par rapport a O s’écrit :

FZZMO(F_};)

k

= oM AFy
k

= (00" +0'My) NFi
k

:ZOO’ /\ﬁ+ZO/Mk AFp
k k

=00’ AZFZ+ZO’Mk AFy

k k
=00 AT+ Mo/ (Fy)

k
=Y Mo/ (F)
k

Exemples
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&zemplea

C.1| Le pendule pesant

——

(voir notes de cours manuscrites)

C.2 | Le pendule de torsion

(voir notes de cours manuscrites)

B tipproche énergétique des solicles en rollion —s—————————

D.1 | Energie cinétique de rotation

(voir notes de cours manuscrites)

D.2 | Expression du théoreme de la puissance cinétique

(voir notes de cours manuscrites)

D.3 | Exemples

a. Pendule pesant

(voir notes de cours manuscrites)

b. Pendule de torsion

(voir notes de cours manuscrites)

c. Expérience du tabouret d’inertie

(voir notes de cours manuscrites)
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